Chapitre VIII
Calcul matriciel

Dans ce cours, K désigne R, C ou un corps commutatif quelconque.

I — Matrices et applications

Les matrices sont un outil de calcul et de représentation des applications linéaires.
1. Définitions

Soient n,p € N* donnés. On appelle matrice de type n X p a coefficients dans K un tableau
de n lignes et de p colonnes de nombres dans K.

a1 | Aip ,
. . n lignes
A= : aL-]- : i
anl cee anp
p colonnes

Onnote A = (ai j) cette matrice.
Premier indice i : indice de la ligne dans A.
Second indice j : indice de la colonne dans A.

On note M, ,,(IK) I’ensemble des matrices de type n X p a coefficients dans K.

1
Exemples : (1 é 2) € M, s, (2) EMsi, (4 5 6)E€ M,
3

Remarque : Lorsque n = p, on parle de matrices carrées. On note M, (K).

2. Matrices carrées associées a une application linéaire

Soient E et F deux espace vectoriels de dimension respective n et p.
Soit f: E — F une application linéaire.

Soient By = (e7,€5,...,e, ) une base de E et B = (E,E,...,E)unebase de F.

On sait que f est déterminée par la donnée des vecteurs f(e;), ..., f(e,) € F :
— Chaque f (EJ))jE{l,...,n} posséde p coordonnées dans Bp

— f est déterminée par n X p nombres.

Par convention, on range les coordonnées de chaque f (E;) en _colonne dans la matrice.
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Définition : On note A = 119\4 %t (f) cette matrice, et on I’appelle matrice de f dans les bases
E,BF

BE et BF'

avec a;; lai"™ coordonnée de f (?])) dans la base Bp.

Sif:E - FavecdimE =netdimF = p, alors gd%t(f) € M, (K).
E,OF

Remarque : Si £ = R" et F = RP avec les bases canoniques, alors on note simplement
A = Mat(f).

3. Premiers exemples

* Soit f: R® —» R? une application linéaire définie par :
£(1,0,0) = (1,2), f(0,1,0) = (0,—1), £(0,0,1) = (3,1)

1 0 3

On a alors Mat(f)=(2 11

) € My

— On met les coordonnées des images des vecteur de la base de départ en colonne dans la
matrice.

. 2_,R2
* Soit f: (x,ngzf@,ﬁy)- Ona f(1,0) = (12,1) et £(0,1) = (—=4,1).

12 -4

On a alors Mat(f) = ( 1 1

) € My

— On peut reporter directement les coefficients de 1’expression dans les lignes de Mat(f).
Attention : La matrice de f dépend du choix de base dans 1’espace de départ et d’arrivée.

Si I’on prend pour I’exemple précédent la base canonique B = (e;, ;) comme base de départ

et labase B’ = ((12,1), (—4,1)) = (}T{, E) comme base de travail a ’arrivée, alors on a :

fE@) =f1,00=(121)=1xf +0xf,
f@)=f01)=(-41)=0xf+1xf

f(e) f(e2)

. ) (1 0\ F
Ce qui donne : I\I;I‘g,t(f)—( )

0 1/ &

— Pour une méme application f, le « codage matriciel » est différent d’une base a une autre.

« Soit D: FrlXI2EnlX

prop! ] I’application linéaire associant a un polynéme de R, [X] sa dérivée.
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On sait que B = (1, X, X?, ..., X™) est une base canonique de R,,[X]

1 X x¥ X
0 1 0 - 0\ 1
0 2 - i)X
Onadonc: Mat(D)=|: + 0 =~ | Xx?
S / xn-1
0O 0 0 - 0/ X"
. Ry[X]-R ., . ., . . . n . \
*Soitl: 4 I’application linéaire associant a un polyndme son intégrale de 0 a 1.
P P(t)dt
1) 1(x) Ix™)
On a Mat(I) = (1 % ﬁ) Il s’agit en fait d’une matrice ligne.

Dans cette convention, une matrice ligne est en fait une matrice d’une forme linéaire. Une
matrice ligne n’est pas un vecteur en calcul matriciel !

* En fait, en calcul matriciel, un vecteur se représente par une colonne !

. - n r . ]R—)]Rn
En effet, soient v € R™ donné et f:7, =

coordonnées de ¥, puisque ¥ = f(1) avec 1 base de R. On voit que les applications linéaires
de R dans R" sont en bijection avec les choix de vecteurs de R".

. La matrice de f est par définition la colonne des

* Matrice de I’identité : Soit Idg: g:}; I’application identité, et soit By = (e; , €5, ..., €, ) une
base de E.

1 0 0

' [0 - :

On a alors : )Ig\;l%g(ldg) =l: - - 0
0 - 0 1

R2-5R2

, e, . ,
ion d'angle 8 I’application linéaire rotation d’angle 6.

* Soit Ryt p 00

cosf —sin 9)_

Ona Mat(Ro) = (sin 0 cosf@

* Projection sur ’axe Ox le long de Oy : Mat(P) = ((1) 8)

4. Calcul matriciel de I’image d’un vecteur

Soient f: ﬂi ;g_}) une application lin€aire, By = (Ef, ...,e_p’) une base de E et Bp = (ﬁ, ,an))

une base de F.
Probléme : On veut calculer I’image par f de U € E en utilisant A = 113\4 %t (f) etles
E,°F

coordonnées (xl, . xp) de v dans Bg.

Par linéarité, ona ¥ = xy€; + - + x,8, et f(¥) = x,f (&) + - + x,f (&)
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Les coordonnées de f(e;) dans By se trouvent dans la premiére colonne C; de A.
— VJ, les coordonnées de f(&,) dans By sont dans la i colonne Cj de A.

Les coordonnées de f () sont donc dans la colonne Y = x;C; + -+ + x,C,
Donc la i*™ coordonnée de f(¥) est y; = x;a;, + -+ + XpQip = Aj1Xg + -+ ApXy

Yi= 211?=1 a;jx; pour 1 <i <ndonné.

ai1 Q12 - Qap\ _/Xq
A1 Gz "__A3p xz\
P i :

. | |
Dans la pratique : - -
pratiq aipr  Qiz = Qyp |

An1 QApz - App Xp Yn

Avec les coordonnées de ¥ en colonne, celles de f(¥) aussi, n = dimF et p = dim E

vVEE - f(W)EF
En conclusion: B, | | Br
X - Y=A4X

Attention : On rappelle que les vecteurs sont représentés par des colonnes de coordonnées en
calcul matriciel.

1
Par exemple, v = (1,2,3) © X = (2)
3

Inversement, étant donné une matrice A € M, ,,(IK), on lui associe une application linéaire :

f_ RP->R™

!
' yoyeax dvec X en colonnes !

Par construction, la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R" est A.

Remarque : Le choix de convention pour les matrices et les vecteurs s’explique par le lien
avec les systemes linéaires :

V1
S AX =Y = ( : ) écrit en colonne.

A11X1 + -+ ApXp = V1
) =
Yn

api1x1 + -+ AnpXp = Yn

a;; v agp
Avec A = ( 5 : ) qui est en fait les coefficients du systeme dans I’ordre choisi. La
Ay Gny

convention est donc «la bonne » si on travaille avec des systémes linéaires.

Exemples :

3_p2
« A = (4 c 6) - f:5 25 Caleuler £(1,-1,2).
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1
(1 2 3 _ 1><1+(—1)><2+2><3>_ 5
Pour le calculer, on fait (4 5 )X<_21>_(1><4+(—1)><5+2x6 _(11)

On a donc que f(1,—1,2) = (5,11).

cosfd —sinf

* A = Mat(Ry) = (sinH cos O

) matrice de la rotation d’angle 6. Calculer Ry (x, y).

(cose —sine) % (x) _ (xcose —ysin@)
sind cos@ y) ~ \xsin@ + ycos

On adonc Ry(x,y) = (xcos@ — ysinf,xsinf + ycos 0)

II — Opérations sur les matrices

1. Structure d’espace vectoriel

Par définition, une matrice n X p est un tableau de n X p nombres dans K.
On a naturellement M, ,,(K) = K"*P
- M, (K) est un K-ev.

i) Somme de matrices de méme taille

Soient A, B € M, ,(K) avec A = (aij),B = (bij)

Alors A+ B = (ai i+ b j) = matrice somme des composantes de mémes indices.

Un exemple pédagogique : A = (51, i) etB = (2 g) Alors A+ B = (3 3) 17

ii) Multiplication externe

Soient A € K, A € M, ,(K). Alors 24 = (Aa;;)

Exemple : 4 = (; i) A =2 Alors A4 = 2 (; i) = (2 g)

Propriétés :
i) L’espace M, , (K) est un K-ev. i

0 - 0
i) La base canonique de M, ,(KK) est E;; = ( 1 % i
0 - 0
Onaalors A = Y7L, Y¥_, ayEy;.

iii) Soient deux espaces vectoriels E et F avec dim E = p et dim F = n, de base respective
Bg et Bp. Soient f,g € L(E,F) et A € K. Alorsona:

* Matg, p.(f + 9) = Matg, . (f) + Matg, p,.(9),
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* Matg, g, (Af) = AMatg_p,.(f).

. L(E,F)=> My p(K)

ﬁ
fHBI\g%tF(f)

est un isomorphisme.

2. Produit de matrices, composition des applications linéaires

Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension respective n, p, q.
Soient By = (ej, ..., e,,), Br = (]_CI, ...,f;), B; = (g1, ...,%) les bases respectives de E, F et
G.

Soient f: E — F et g: F = G deux applications linéaires.

Onconsidereh=go f:E > G

Probléme : Trouver un moyen d’exprimer C = gg %g (g o f) al’aide des matrices

A= gggg(f) et B = g}gg(g)

Par définition, la jéme colonne C; de é\/EI‘%g (g o f) est constituée des coordonnées dans la base

B;de(gof) (?]’) =g ( f (E]’)), ce qui est une colonne de coordonnées en calcul matriciel.
- (= IIB\/FI%E(g) (7™ colonne de gé’%ﬁ(f))
- C; = B(AX;) = BA; avec X; = (0,0,0, ...,1,0, ...,0) valant 1 & la j" colonne.

— On obtient les coefficients ¢;; = Z£=1 bixay; de C.

Présentation des calculs

B = Mat(g) 11 G Qin
e _AT ) 4= A= Mat(f)
i _- BEg.BF

Ap1_.Api  Apn

-

b1 ’;"”blp e

by by ( ) +— (= Mat(gof)
EbG

bgi - bgp

Synthése de la construction

Sid= %%i(f) etB = Ilgl;l%g(g), alors C = LIaVEI,%E(g o f) = BA.

Attention : Le produit matriciel est bien défini si la largeur de B est égale a la hauteur de A :
qui est égale a la dimension de ’espace intermédiaire F.

Exemples : * Calculer BA pour A = (41} é 2) ctB = ((1) _11)
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o (R

. - (-3 =3 =3
Calcul.(lj__l),_—__ 3 3 _3) — BA = ( 4 s 6)
0 1 4 5 6

4

*SiB=(1 2 3)etA=|-5] alors BA = (12): c¢’est une « matrice nombre ».
6

Explication :

(1 2 3)=Mat(l) avec I: (x,y,z)n]]—%z;lRZy +37) UnE forme linéaire et ¥ = (4, —5,6) un vecteur

de R3.

— On a donc [(¥) = 12, qui est bien un nombre.

. 2_) 2 oy N . -
*Sif: R°SR™ est associée a la matrice A = ( 1 2)

X—AX -1 2
On peut alors calculer A% = (:1 ;) X (:1 ;) = (:1 ;) =A

On trouve que A2 = A !

On a donc Mat(f o f) = A*> = A = Mat(f), ce qui équivauta f o f = f, puisque qu’une
application linéaire est déterminée par sa matrice dans une base donnée.

Interprétation : L’application linéaire f est la projection sur I’image de f engendrée par
(—1,—-1) = f(e;) par exemple, le long du noyau de f.

-Sionposee; = (1,1), onadonc Im f = Re;'

- On sait que ker f = {X = (;) | AX = O} Déterminons le.

G 20)=0Q={515 oo

On a donc ker f = {X = (;) | x = Zy} =Re, avece, = (2,1)

- Que vaut alors Mat(f) dans B’ = (e_f',E;') ?

Sachant que f(&7 ) = (1,1) =1xe; +0x¢e etquef(e;)=(00)=0xe; +0xe

A" = Matg g (f) = ((1) 8), beaucoup plus simple que A, car la base B’ est mieux adaptée a
I’étude de f.

(2 —4 >_(0 0 2 .
*S1A = (1 2 )alorsonaA = (O O) - A“=0mais 4 # 0

— A% = Mat(f o f) = 0 ce qui équivauta f o f = 0 & Im f C ker f.

En fait,onaici: Imf =R (2,1) = kerf = {(x,y) | x — 2y = 0}.
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3. Propriétés générales du produit de matrices

i) Ce qui marche

* Le lien entre produit de matrice et composition des applications linéaires.
Soient deux matrices A = Mat(f) et B = Mat(g).
BEg,BF BF,Bg

Alorsona C = é\g]%g(g of)= é\;l%g(g) X ]13\/EI%£(f).

Si les produits sont bien définis on a :

* (AB)C = A(BC) (associativité)

* (A+B)C =AC+ BC etC(A+ B) =CA+ CB (distributivité par rapport a +)

* Le produit est automatiquement bien défini pour les matricées carrées d’ordre n.

1 0 O
* L’élement neutre est I,, = (0 O) = Matg, . (Id)
0 0 1

On Pappelle la matrice d’identité d’ordre n.
— On a une structure d’algebre sur M, (IK), isomorphe a End(E) si dimE = n.

ii) Ce qui ne marche pas toujours

* Attention : Le produit A X B n’est pas toujours bien défini : par exemple, (%) X (i)

n’existe pas. Il faut que la largeur de A soit égale a la hauteur de B.
Comme dans End(E), le produit des matrices :
* N’est pas commutatif en général : AB + BA

* Nest pas integre : AB = AC avec A # 0 n’implique pas que B = C.

Exemple : Si on prend A = (0 1) et B = (1 O)

0 0 0 0
AlorsABz(g 8)¢BA=(3 (1)),A2=(8 g)ethz(é 8).

iii) Matrices inversibles

Soient f: E — F une application linéaire et By, B les bases respectives de E et F.

Soit A = Mat (f) la matrice associée.
Bg.Bf

Définition : On dit que A est inversible si et seulement si f est un isomorphisme.

On note alors A~ = ‘19\4 at (f~1) la matrice inverse de A.
F.BFE
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Remargques : i) Seules les matrices carrées peuvent €tre inversibles : car elles sont associées
a un isomorphisme, c'est-a-dire a deux espaces de mémes dimensions.

ii) Si A € M,,(K), c'est-a-dire que A est une matrice carrée d’ordre n, alors on lui associe
]Kn_)]Kn

xoreax Ccrite en colonne.

I’application linéaire f:

On voit alors que A est inversible si et seulement si pour tout Y € K", I’équation Y = AX
admet une unique solution X = A~y

Propriétés :
i) Si A € M,,(K) est une matrice inversible, alors A™14A = AA™1 =1,

ii) Si A, B sont des matrices inversibles dans M, (IK), alors le produit des matrices AB est
aussi inversible et (AB)™! = B~1471

Démonstration : ii) C’est OK au niveau des isomorphismes. Si f et g sont deux

isomorphismes comparables, alors f 0 g est un isomorphisme et (f o g) ' =g to f1!

Autre méthode :

On consideére I’équation (AB)X =Y & A(BX) =Y
©BX =A"1Y
© X = B~1A7Y unique solution.

= AB est inversible et (AB)™! = B~1471
i)SiA = Mat(f),et A=t = Mat(f~1) alors:

A7'A = Mat(f~) x Mat(f)
= Mat(f~'of)
= Mat(Id)

:In

1 1 0
Exercice : On considére une matrice A € M5;(R) définie par A = (1 2 1).
2 3 2

Question 1 : A est-elle inversible ?

Question 2 : Calculer sa matrice inverse A1

, v ga R3—)R3
Réponse 1 : On considere f: "~
L’endomorphisme f est un isomorphisme si et seulement si ker f = {6}
X
Soit X = (y) tel que AX = 0, c'est-a-dire que X € ker f.
z
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AX=0e{ x+2y+2z=0 ©{jy+z=0iy+2z=0

x+y=0 {x+y=0 {x+y=0
2x+3y+2z=0 y+2z=0 z=0

= kerf = {6} et donc f est un isomorphisme. A est donc une matrice inversible.

On a donc pu montrer que A est inversible sans résoudre AX =Y.

Le théoréme du rang nous donne donc que rg(f) = 3 et donc que le rang des colonnes de A
est de 3.

— Im f est engendré par les colonnes de A.

Réponse 2 : Pour calculer A7,

X x'
il faut résoudre le systtme AX =Y avec X = <y> ety = (y’)
z 7'
x+y=x' x+y=x
AX =Y x+2y+z=y &S y+z=y" —x'
2x+3y+2z=2 y+2z=2z —-2x'

x+y=x' x=x"-2y"+72
Sly+z=y' —x' o y=2y -2
z=2z—y' —x' z=—x'—-y' +72

La solution étant unique, on montre en méme temps que A est inversible.

1 -2 1
On trouve donc en reportant les coefficients A™1 = ( 0 2 —1).
-1 -1 1

Conseil : Aprés ce genre de calcul, il est bon de vérifier que A™*4 = AA™! = I,, (au moins

quelques coefficients).

Exemple 1 : inversion des matrices 2 X 2

Théoréme : Une matrice A = (Z Z) € M, (KK) est inversible si et seulement si le
déterminant det A = ad — bc # 0, auquel cas A7 = ;( d _b).
detA \—¢ a

Exemple : Si A = (; i) alorsdetA =4 -6 = —2.

. . -1 _ _l 4’ _2
— A estinversibleet A7+ = > (_3 1 )
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X
Démonstration : On considere deux vecteurs X = (x;) etY = (i;)

ax, +bx, =y,
cxq +dx, =y,

{(ad —bc)x, = dy, — by,
(cb —ad)x, = cy, —ay,

Ona:AXzY(:){

1

X1 = Jeta (dy, — by,)

=
1
X2 = Jota (—cy1 +ay,)

Synthése : - Si det A # 0, le systtme AX =Y a au plus une solution :
— A est injective et donc inversible

— Onalasolutionet A= = ;( d _b).
detA \—¢ a

- SidetA = 0, alors on voit que ( d ) € ker A et (_b) € ker A :
—C a
— A n’est pas injective si a, b, c, et d sont non tous nuls.

Exemple 2 : Les matrices triangulaires

aiq A1n
0 DR :
A= g o - . | € M;,(KK) estune matrice triangulaire supérieure.
0 0 0 a,,
by 0 0 O
: ~ 0 0 . . e s
B=| . R 0 € M,,(IK) est une matrice triangulaire inférieure.
bpy - - by

Théoréme : La matrice A (ou B) est inversible si et seulement si tous les a;; (ou les b;;) sont
nonnuls pour 1 <i < n.

Démonstration :

* Si tous les a;; sont non nuls, alors A est inversible car le systeme AX =Y est échelonné

avec n inconnues principales xq, ..., X, ce qui rend la solution unique.

* Sia; j, = 0, alors on considére Aey, Aey, ..., Ae,,. C’est un systéme de i, vecteurs dans

I’espace engendré par (&j, ..., €,,_;) de dimension iy — 1

=S5 = (Ae_l’, ,Ae_lo’) est une famille liée.

I existe Ay, ..., 4;, non tous nuls tels que A, Ae; + -+ + 4; Ae,, = 0
> A(Meg + -+ A e,) = AV = 0 ce qui fait que B # 0 € ker 4

— A n’est donc pas inversible.
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Remarque utile : Une combinaison linéaire de colonnes de A qui s’annule équivaut a un

vecteur dans le noyau avec les mémes coefficients.

E-E
P—(X-a)P'

Ilustration : On pose E = C,[X]. Soient a, A € C. On considere f: ,_,
Question : A quelles conditions sur a et A, f est-elle un isomorphisme ?
On considere la matrice de f dans la base canonique B = (1, X, ..., X™).

De plus, on voit que f(X?) = X — (X — a)pX?™t = (A — p)XP + apXx?P~!

A a 0 0 0 0 0 1
/O A=1 2a O 0 0 0 \ X
| O 0 A—-1 -~ 0 0 0 |
On adonc Mat(f) =10 0 0 ~ pa O 0 |xrt
0 0 0 0 A—p - 0 | XP
0 0 0 0 0 . na /
0 0 0 0 0 0 A—n/ x»
f(1) f(X) f(X?) f(XP) fx™)

Mat(f) est triangulaire. Cela vient du fait que deg f(P) < degP.

Finalement, dire que f est un isomorphisme équivaut a dire que Mat(f) est inversible, et
donc que 1 ¢ {0,1, ...,n}.

Conséquence : Si Q € E donné, alors 1’équation différentielle AP — (X — a)P' = Q posséde
une unique solution, avec P € E si1 € {0,1, ...,n}.

Remargque : On ne résout pas I’équation différentielle avec les techniques habituelles
difficiles a justifier, comme la variation de la constante. Voyons pourquoi :

: ’ A ?
AP — (X —a)P =0<:>%= - eEC = ln(P(x)) = —AIn(X — a) + cste

— Implication éronnée car on ne connait pas le logarithme d’une valeur complexe.

4. Transposition

i) Transposée de matrice

Définition : Soit A = (ai j) € M, , (KK) une matrice. On appelle transposée de cette matrice la

matrice ‘A € M, , (K) telle que (*A)(ij) = (aji) (On échange les lignes et les colonnes.)

1 2 3 14
Exemple : A = (4 p 6) = A= (2 5)
3 6

En fait, la i™ ligne de A devient la i™ colonne de ‘A.
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Propriétés de la transposition des matrices :
Mn,p (]K)_’Mp,n(K)
AntA

i) L application linéaire « transposition » : est un isomorphisme égal a sa

réciproque. En effet, {(‘4) = A.
i) Soient A € M, ,(K), B € M, ;,(K). Cela donne AB € M,, ,(K).

Ona ‘(AB) = 'B'A — Attention, I’ordre est inversé.

iii) Soit A € M,,(K). A est inversible si et seulement si ‘4 I’est aussi et (‘4)™! = {(471)

Démonstration :
i) A faire en exercice.

ii) Pour 1 <i < qgetl <j < ndonnés, on regarde t(AB)ij

‘(4B);; = (4B);
= Y1 @k by
= Yot bk
= Y1 (Bir (Ay;
= (‘B*4);;.
iii) Si A est inversible, alors A™! existe et A71A = AA™1 = I,
«HAA™) = =1, = (A7) (A)
« (A7) =, = I, = "(A)'(A™)
— A4 est inversible et (f4)™! = t(4™1)

Ce résultat dépend de la caractérisation suivante :

Proposition :
Soit f € End(E) donné telle qu’il existe une application g € End(E) avec

fog=gof=1I1d.
Alors f est un isomorphisme et g = f~1 (propriété générale, cf TD1).

Démonstration : On considere I’équation f(x) = y avec y donné.

- g(f(x)) =x = g(y) estunique
— f est injective

Réciproquement, si on pose x = g(¥), alors f(x) = f(g(»)) = y.

Conclusion : x = g(y) est I'unique solution de f(x) =y
- f est bijectiveet g = f1
Remarque :

t. My (K)->My, (K)

L’application =% -7 "™ avec £ ot = Id est une symétrie dans M, (K).

0
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A=A
An(K)

S,(K) = {A | *tA = A} = matrices symétriques (Z Z)

(=4 A, (K) = {A| ‘A = —A} = matrices asymétriques (2 —a)

S (K) 0

A+ta  A-taA

On a M,(K) = S,,(K) @ A,,(K) — tout A € M,(K) s’écrit A = +=

Exemples : * (; i) = (5}2 SL/LZ) + (132 _t/z)

2
Oyx Oxy Oxz
* En physique, la matrice d’inertie est une matrice symétrique : | Oy aj Oyz |

2
Oxz Oyz Oz

* Une matrice antisymétrique célébre est celle du produit vectoriel : Soit ¥ = (a, b, ¢) donné.

a x bz —cy
, . . Co, . R3->R3
L’application linéaire A: F=(xy.2)oFAR donne <b> A <y> = <cx - az)
. c z ay — bx

0 —c b
- Mat(A) = < c 0 —a).
—-b a 0

ii) Transposée d’une application linéaire

Probléme : Donner I’opération naturelle correspondant a la transposée des matrices au niveau
des applications linéaires.

Rappels : Soit E' un espace vectoriel donné. On note E* ’espace dual de E. E* = L(E, K)

R™*>R
X1,00Xn) (@1 X1+ +AnXn)

Par exemple, les formes linéaires sur R™ sont de la forme : (
Définition : Soit f: ai ;(F]_j) une application lin€aire.

On note 'f: f_)l_)ff I’application linéaire transposéee de f .
On fait agir f a droite des formes linéaires plutdt qu’a gauche des vecteurs !
Remarque : Cette définition est indépendant du choix de la base.

Rappels : Soit By = (ej, ..., e,) une base de E donnée. La base duale de E* est

-eme

By = (eq, ..., e5,) avec e; 1ai®™ coordonnée de ¥ dans By.
- Siv = (x4, ..., X,) dans B, alors e; (V) = x;.

Sil € E*, alors (V) s”écrit
L(@) = x,l(e)) + - + xpl(&) = (l(eD)eg + -+ + l(ex)en) (V)

— Les coordonnées de [ dans B+ sont (l(e_l’), s I(E{)).
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On montre que les deux notions de transposition définies au niveau des matrices et des
applications linéaires, sont compatibles.

Théoréme :
Soient f: E — F une application linéaire et By, B les bases respectives de E et F. Soient Bg+,
Bp+ les bases duales respectives de E* et F*.

Alors Mat (*f) = ‘tMat(f).
BE,BF

Bp+,BE+

Démonstration :

F*>E*

Au niveau des applications linéaires, on a 'f: lolof

Au niveau du calcul matriciel :
- Si [ est vue comme une application linéaire sur F, c’est une matrice ligne, et I’action de
Cfest:

L=(f), - 1(f)) = L' =L x Mat(f)

- Si | est vue comme un vecteur de F*,

(A «
L= i ey - Mae(tf) x UL
[(fa)

On doit donc avoir
tL = Mat(*f) x 'L = Y(L x Mat(f)) = ‘Mat(f) X 'L pour tout L,
ce qui implique : Mat(*f) = ‘Mat(f).
Remarque : Le point de vue abstrait donne facilement (f 0 g) = ‘g o 'f. En effet,
‘oD Elofog=(fD)og="g('f)=("goHW
— Explique la formule ‘(AB) = ‘B*A.

Remarque : Les notions de dualité et d’action a droite sur les formes linéaires sont abstraites,
mais trés importantes en physique quantique ! (cf. formalisme des bra et ket de Dirac.)

Interprétation de ker(:f)

Soient f: E — F une application linéaire et [ € F".

Onaleker(!))e (tH)(D)=0slof =0,
ce qui fait que Im f c ker ! et donc que [ = 0 est une équation de Im f.

On a en particulier que f injective équivaut & f surjective, puisqu’alors Im f = F ne satisfait
aucune équation non triviale.
C’est un principe général valable dans tout espace vectoriel.

Exemple : On considére f:R3 - R3.0nal = (a,b,c) € ker(*f)
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eImfcH={U=_(x,x3x3) | ax; + bx, + cx3 = 0} = Ker L.
Au niveau matriciel, [ € ker(!f) LA =0 o ‘A(*'L) =0

© alq + bL, + cL; = 0si L; sont les lignes de A.

I1I — Changement de base

Probléme 1 :

Soit E un espace vectoriel possédant deux bases By = (ey, ..., e,) €t Bgr = (U, ..., Uy).
Tout vecteur ¥ de E posséde donc deux systémes de coordonnées :

X1
* X = ( : > sont les coordonnées de ¥ dans B
xn

Xn

X1
* X' = ( : > sont les coordonnées de v dans B
Quel est alors le lien entre X et X' ?

Probléme 2 : Faire la méme chose avec les matrices associées a une application linéaire
donnée.

1. Matrice de passage

Soit E un espace vectoriel, B = (e, ..., €,,) son « ancienne » base et B’ = (e'l, ) e’n) sa
« nouvelle » base.

-
Chaque e’; se décompose par rapport a B.

e/, = X1 pije, avec p;j lai”™™ coordonnée de u; par rapport a e;.

Définition : On appelle matrice de passage de B & B' la matrice Py pr = (p;;).

On met en colonnes les coordonnées de la nouvelle base a I’aide de ’ancienne.

Propriétés :
i) Toute matrice de passage est inversible.

ii)Ona (Pyy) = (Pyyp)
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Démonstration :

On peut voir P comme une matrice associée a 1’application identité !
E-FE
Idg:, 5 = Pgyp = Mat(ld
E' B B,B' B'B (Idg)

— Pp pr est inversible et (PB,B,)_I = ll\sflgl,t(ld_l) = (PB',B)

2. Formule de changement de base pour les vecteurs

Soit ¥ un vecteur de E. Alors

X1
V=YL xe > X= ( : )dans la base B et
xn
_ X1
U=y xie, > X' = ( : ) dans la base B'.
Xn

Quel est alors le lien entre X et X' ?

Théoréme : Ona X = Py pr X’

Attention a la terminologie : la matrice de passage Py g dite « de B a B’ », permet de
calculer les coordonnées dans B a 1’aide de celles dans B’, et non I’inverse !

Démonstration : On étudie I’application identité Idg: Eg, = Eg :U — ¥ au niveau matriciel :

P=Mat(id)
! _— X == PB,B,X,

Remarque : Sion veut X’ a ’aide de X, ona X' = Ppr pX = P13_,119’X’ c’est-a-dire qu’il faut

inverser Pg gr.

Exemple : Pour deux repéres de R? décalés 1’un de 1’autre d’une rotation d’angle 6.

p. ., = (cosB —sine)e—{
BB sin@ cos@ /&
uy u;

. S . x'
Les coordonnées de ¥ = (x,y) € R? deviennent X' = (y') avec

X = PB,B,X, etX, = PB’,BX'

En fait on a aussi
Py g = Mat(Rg) et donc P, o» = Mat(R_g) = ( cosf  sin 9)
B,B 1 B.B Mat (R

—sinf@ cos8/°

!

__(cosB —sinB\ , , _(cos@ sinf _ (X" _ ( cos@ x+sin8y
_)X_(sinB cos @ )X ot X _(—sinH cosH)X_ (y’>_(—sin9x+cost9y)
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3. Formules de changement de base pour les application linéaire et les matrices

Théoréme du changement de base général :
Soit f: E — F ou B, et By sont les anciennes bases respectives de E et F et Bgr et By leur

nouvelle base respective.

Soient A = gg%i(f): A= BIE\{%E'I(f), P = PBE.BEI et Q = PBF.BFI'

Alorsona A’ = Q tAP.

Théoréme pour les endomorphismes :
Dans ce cas particulier, P = Q donc A’ = P"1AP

Démonstration abstraite : On regarde f : E — F au niveau matriciel.

f'E—>F

» ( E’_)BF’) Ql
Br = Bp

- f -
v f(V)
\ Bg, B
Approche plus concréte : X f) Y = AX E""F NBpi, B
XI N YI — AIX,

On sait que X = PX'etque Y = QY’

- Y =AX = APX' = QY'

-Y =(QAP)X' = A'X’

Ceci est vrai pour tout X — mémes matrices : A’ = Q 1AP.

Remargque : On évite si possible d’utiliser la formule A’ = P~1AP pour des calculs a la main
dans les exercices.

En effet, cette formule implique beaucoup de calculs. (Ce qui ne pose pas de problemes aux
machines.)

La plupart du temps, il vaut mieux se ramener a la définition de A" = M at )
Bpr.Bpr
1 1 Rn ]Rn
Exemple : A = 1 1 et fi', 5 dans labase canonique B.

0 O
Probléme :Montrer qu’il existe B’ = (e'l, . e’n) tel que lg{%y(f) = ‘ 0 0 ‘ > =A
' 0 0

S|lo o
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Onarg(A) =rg(f) =1 (colonnes proportionnelles)
Le théoréeme du rang donne dimker f =n —1

Equationx; + -+ x, =0 4X =0

—_—

Pour trouver e’,, on remarque qu’on doit avoir f (E,’?) = n?; = e_,’: €lmf
. 1 1
Onprende’, = (1,..,1) etonabienA| : | =n| : ).
1 1
Conclusion : On prend une base (Z, s e'n_l) de ker f et on compléte avec Z{ & ker f.

— C’est la base B’ souhaitée.

4. Trace d’une matrice carrée

A1 0 Qin
Définition : SoitA=| : ™~ i |

An1 ** Apn
On appelle trace de A la donnée a1 + a,, + -+ + apy, = Tr(4)

Théoréme : Soit f un endomorphisme de E, d’ancienne base By et de nouvelle base B/

OnaTr <113V1%t(f)> = Tr< Mat (f)) soit Tr(A) =Tr(A")

Bp1,Bpr
Lemme : V A, B € M,,(K), Tr(AB) = Tr(BA).

Démonstration du lemme :
Ona (AB);j = Xk=1Qikbrj = (AB)yi = Lj=1Airby;. D’ou

n n n n
Tr(AB) = > Y aybi = ) ) bty = Tr(BA)
=1 k=1

i=1 k=1 i

Démonstration du théoréme : Ona A’ = P"1AP. D’ou par le lemme :

Tr(A") = Tr(P~1AP) = Tr(APP™Y) = Tr(4).

Exemple : Une projection sur un espace vectoriel de dimension k dans R™ posseéde une
matrice A de trace k, quelle que soit la base de travail.

E-E

Onsaitque E=F @ Gavecp: _ . o,

On travaille dans une base B’ = (uy, ..., Uy, Ugt1, -, Uy) de E telle que

Uy, ..., ux) € F et (Ugsqgr - Uy) €G.
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G

y 1 v 0 0 - 0\

0 - oo

[N = =|: - s

N 0T R ATheess e
0/

F 0O - 0 0
p@) pQ) p(Uer) p@)

N

_ o

s oA _ (I 10) . _
D’ou A = %,%F(p) = (O o7 ce qui montre que Tr(A) = k.

IV — Rang des matrices

1. Définitions., premieéres propriétés

Définition : Soit A € M, ,(IK). On appelle rang de A le rang des p vecteurs colonnes de A.

Vl V,
Ona A= < |:| |:I) In — Clest-a-dire rg(A) = dim Vect(v_l’, ...,v_p’)
p

Proposition : Soient f: E — F une application linéaire et B, Br les bases respectives de E et
F,avecdimE =petdimF =n. Soit A = IIBVI%t (f) la matrice associée a f.
E,BF

Onarg(f) =rg(A) = dimIm f.

Ainsi la définition du rang d’une matrice est compatible avec son interprétation comme
application linéaire.

v, = f(e;) premiére colonne de A
Démonstration : Par construction : :

7, = f(e,) pieme colonne de A

Par définition, rg(f) = dimIm f
= dim Vect (f(eT), ...,f(@ )

= dim Vect(?f, ...,v_p’)

Propriétés générales :
i) Soit A € M, ,(IK). On a toujours rg(A) < min(n, p).

ii) Si A € M,,(K), alors rg(A) < n avec égalité si A est inversible.

Démonstration :
i) A € M, ,(IX) — n lignes et p colonnes

- rg(4) = dimVect(vy, .., 7,) <p

De plus, vy, ..., 7, € K™ donc Vect(?f, ...,v_p’) c K" - rg(4) <n.
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ii) Cas d’égalité pour les matrices carrées :

A inversible & f associée est un isomorphisme
& f(base) est une base de K"
& Les colonnes de A forment une base de K"
org(d)=n

/123 4 5 &6
Exﬂpl—‘3"4_(78910 11 12)

o f:R® - R?
Ici,rg(A) <2 et rg(A) <6

Les deux premiéres colonnes de A sont non colinéaires = rg(A) = 2

2. Techniques de calcul de rang

Rappel : Soit A € M, ,,(K), V5, ..., 7, € K" ses colonnes.

Par définition, rg(4) =rg (v_l’, s v_p’) Pour le calculer, on utilise le systéme a p inconnues et
n équations :
(S) : xyv; + -+ x,v, =0

oy ,. o o .
Onavuquerg (vl, s vp) = nombre d’inconnues principales du systéme échelonné par le
pivot de Gauss.

Conséquence : Pour calculer le rang de A, on peut échelonner la matrice en travaillant sur les
lignes 1.e. par équation avec le pivot de Gauss.

i) Opérations élémentaires sur les lignes

* Multiplier une ligne par une constante non nulle

Attention : Eviter de multiplier une ligne par un paramétre, qui pourrait s’annuler. ..
* Intervertir deux lignes

* Ajouter a une ligne de A une combinaison linéaire des autres lignes de A

* Supprimer une ligne nulle (i.e. constituée uniquement de 0)

Attention : Il faut pouvoir faire ces opérations de maniére séquentielle.

% sont différents, car les opérations n’ont

Ly—>L,— Ly

Exemple : rg (; i) et ’"g( 1 -1

pas été faites de manicre séquentielle. On a rg (% i) =2etrg (_11 _11) =1.

(1,2) et (2,1) ne sont pas colinéaires alors que (1, —1) et (—1,1) le sont.

A la fin des opérations, on obtient une matrice échelonnée :
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N )

B \0 0 | 0 0/ avec dyy, ..., Ay tous non nuls (les pivots),
0 010 O

et ce a permutation des colonnes pres.

On a alors rg(A) = rg(A") = r = nombre d’inconnues principales associées au systéme.

Attention : Les r premiéres colonnes de A’ ne donnent pas une base de Im A

Par contre, une base de Im A est donnée par les vecteurs colonnes de A (matrice de départ) qui

correspondent aux inconnues principales du systéme (S) = les indices des colonnes des

pivots.

1 0 1 2
A 2-1 32 31
Exemple : Calculer le rang de A, = 1 0 1+1 2
1 0 A+4+1 A+2
0 1 2 o 1 2
0 A-1 22 A 0 1-1 22 4

rg(4;) =r =T
g =rgl o 0 T olT 0 "o 7 0
o 0 1 A o 0 0 2

On a une matrice triangulaire supérieure.
rg(A;) = 4 si et seulement si tous les nombres sur la diagonale sont non nuls

*1g(A;) = 4sietseulementsid #=0etAd #1

1 0 1 2
0 -1 0 0 1 0 1 2

*Casd=0:7rg(4y) =1g 0 0 0 0 —rg(o -1 0 0)
0 0 0 0

> 1g(Ao) =2

Une base de Im A, est donnée par les deux premieres colonnes de A,.

1 1 2
. _ 0 2 1
*xCasd=1:rg(4,) =rg 0 1 0
0 0 1
11 2 / 12
On retire la colonne nulle : rg(4;) = rg 021 =rg 0 1
0107 5
001 0 0 0

-1rg(4;) =3

N~
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Une base de Im A, est donnée par les colonnes 1,3,4 de A;. (Attention, on a retiré la seconde
colonne — décalage des inconnues principales.)

Autre méthode : Remarquer que (0,2,1) = 2(0,1,0) + (0,0,1)
— On soustrait et on obtient une ligne nulle qu’on peut effacer.

ii) Opérations élémentaires sur les colonnes

Théoréme : Le rang d’une matrice A est inchangé lorsque :

* On multiplie une colonne par une constante non nulle

* On ajoute a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes
* On intervertit deux colonnes

* On supprime une colonne nulle

Conséquence : On peut échelonner ou simplifier A en agissant sur les lignes ou les colonnes
avec les opérations ¢lémentaires.

a d a+d
Exemple : Calculer le rang de A = (b e b+ e)
c f c+f

On voit clairement que C3 = C; + C,

— On peut supprimer la troisieme colonne de la matrice.

a d a+d a d
-rg(A) =rg <b e b+ e) =rg (b e) = 2 si les colonnes ne sont pas colinéaires.
c f c+f c f

Théoréme :
L’image d’une application linéaire f associée a la matrice est préservée si on échelonne les
colonnes.

Démonstration : Par définition, Im f = Vect(colonnes vy, ..., 7, de A)

On pose S = (v_l’, ,v_p’) — Vect(S) est préservé par les opérations élémentaires sur les
colonnes.

Cela est clair pour toutes les opérations, sauf peut-étre pour 1’ajout a une colonne d’une
combinaison linéaire des autres colonnes.

— —s/ —_—
U1 / V1 =1 \
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177' € Vect(S) = Vect(S') c Vect(S)
v = VJ" — Yixj AV, € S = Vect(S) c Vect(S")

3. Rang et matrices équivalentes

Notation : On note GL,, (KK) I’ensemble des matrices carrées de taille n X n inversibles.
Rappel : P € GL, (K) si et seulement si P est une matrice de passage entre deux bases B et
B’ de K"

.......... 9_1)
Pggr = <|:| |:|> est inversible si et seulement si (U, ..., U,) est une base de K.

Définition : On dit que deux matrices A, A" € M, ,,(KK) sont équivalentes si et seulement si il
existe P € GL, (K) et Q € GL,(K) tels que A" = Q"'AP. On note alors A~A'

A et A' sont associées a une méme application linéaire f: IKP — K™ a un changement de base
B,,B, c K? et B,, B, c K"

Propriétés : La relation ~ est une relations d‘équivalence sur M, ,(K) :

* ~ est réflexive : A~A > P =1, etQ =1,

?
* ~ est symétrique : A~B = B~A
3 P, Q inversibles avec B = QAP
~A=QBP™'=Q'BP avec P' = P~Let Q' = Q!

?
* ~ est transitive : A~B et B~C = A~C
3 P, P,,Q4,Q, inversibles tels que B = Q7 AP, et C = Q;'BP,
- C =Q;'Q{*AP,P, = Q"*AP avec P = PP, et Q = Q; Q, inversibles

M, » (K) se décompose alors en classes d’équivalence :
Cs ={B € M, ,(K) | B~A}

Théoréme :
i) Soit A € M, ,(K). On note r = rg(A).

1 0 0
Alors A est €équivalente a la matrice I, , , = I%Ii) avecl, =0 -~ 0 r
o 010
00 1
r
i) Deux matrices de M, ,,(IK) sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang.

Démonstration : i) Soit A € M, ,(K) - f: Hf(p:Aﬂin dans les bases canoniques B, et By,
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Il s’agit de trouver deux nouvelles bases By, de KP et By, de K" telles que Mat(f) = I,
B).B}

Attention : On s’autorise a changer de base au départ et a I’arrivée, méme quand p = n.

—
0O\ uy
N
Uz
|

0
0 Urtq
SR SR
&) f(E )f(er+1)f( )

( f( )—u1
Clest-a-dire : J f(e )'= !
(f(em =-=f(g)=0

On prend (eHl’, e e_p)') base de ker f, ce qui est possible car le théoreme du rang donne que
dimkerf =p—rg(f) =p —r.

Analyse : Si cela marche, il faut que :

0 - 0
. . 0

0 - 0

( 0 -

Mat(f )=1]0 0 1 ()
[0 0 -
\ -
f(er

On prend ensuite un supplémentaire E de ker f dans KP
OnaalorsdimE =p —dimkerf =p—-(p—1r) =71
On compléte la famille (er+1', ,e_p)') en une base (eT', s €y By s e ,e_p") = By de KP

! A A !
(e_l’ s s €y ) est une base de E et (er+1 ) eeer €p ) une base de ker f

SN —
u =f (31 ) , ,
Synthése : on pose : et on vérifie que (u_l’ ey Uy ) est libre.
SN
= f(er )
Onregarde 4,75 + -+ A, =0 soit flel ++2,8,) =0
& le; + -+ A8, Ekerf avec Aje; + -+ A€, €E
> Ne +-+21,8, =0carkerf NE = {6}
Ce qui fait A; = --- = A, car la famille (Ef', ...,e_r") est libre
= La famille (ﬁf', . u_r") est libre

, . / ! ’ ’
On peut alors compléter la famille (u_l’ ) ey Uy ) en une base By, = (u_{ ) ey Uy ,ur+1 . )

i) Soient 4, B € M, ,,(K). Il faut montrer que A~B & rg(4) = rg(B)
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(€):7rg(A) =rg(B) =r = A~I,,~B donc A~B par transitivité.
(=) : On a défini le rang d’une matrice A € M, ,(IKK) comme le rang d’une application

linéaire associée f: Hf(p:Aﬂgl - rg(f) =rg(A) =dimIm f

Si A~B alors il existe des nouvelles bases By, de K? et B, de K" avec Mat(f) = B
B).B}

- rg(B) = dimIm f = rg(A), car dim Im f étant indépendant de la base de travail.

4. Rang et transposition

Théoréme : Soit A € M, ,(K). Onarg(A4) = rg(*A).

Autre formulation : Le rang des colonnes de A est égal au rang des lignes de A.

a d a+d a b c
Remarque : Onarg <b e b+ e) =rg ( d e f ) < 2, car les colonnes
c [ c+f a+d b+e cH+f
de la premicre matrice sont liées : C3 = C; + C,. C’est donc aussi le cas de ses lignes, mais
c’est beaucoup moins évident, puisque ’on a :

(fb —ec)L, + (dc — af)L, + (ae — bd)L; = 0!
Attention : Les matrices A et ‘A ne peuvent pas étre équivalentes si n # p

Démonstration : On pose 7 = rg(4). On sait que A~I,. , ,

Dot 3 P € GL,(K), 3 Q € GL,(K) tels que A = QI , ,P
-4 = tPtIr,n,th avec ‘P = Q’_l et tQ_1 = P’ inversibles
De plus, ona ‘I, ,, = I, , de rang 7.

On a donc que *A~I,,,,, = rg(A) =rg(tA) =r.

V — Hlustration du calcul matriciel : évolution d’un systeme

On étudie I’évolution des effectifs dans un cycle d’étude de deux ans L1 et L2 dont les
probabilités de passage, de redoublement, et d’abandons, sont rapportées dans le digramme

suivant. 25% 25%

(), O

0, 0,
+90 > 11— o 200,
25% l ZS%l

Diplome

Question 1 : Les effectifs se stabilisent-ils ?
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Question 2 : Quel est le taux de réussite du cycle ?

a;(n)

ou a4 (n) représente ’effectifen L1 et a,(n
) o a(m rep ()

Pour une année n, on note : A(n) = (

Peffectif en L2.

(it D) _ 7 +90
a,(n+1) %az(n) + ial(n)

Ce qui fait A(n+1)=(5‘2* 134)(;1:%) +(900)=(172L 194) A +(900)

On voitque A(n + 1) = (

On obtient donc que la suite A(n) satisfait la relation de récurrence linéaire :

A(n+1)=TA() +E avec T = (172} 1(/)4> et E = (900).

* Si les effectifs sont constants, quels sont ils ?
On cherche a trouver les effectifs tels que A(n + 1) = A(n) = A ce qui ramene a 1’équation :

A=TA+E & (I,-T)A=E

3/4 0
Avecl, — T = ( / ) Cette matrice est inversible car le déterminant est non nul.
-1/2 3/4
_ _ _ 7 -1 _ (120
S (,~T)A=E & A=(,—T) E_(8O)

— a,(n) = 120 étudiants en L, et a,(n) = 80 étudiants en L.

22/2 _ 20 44%, ce qui peut paraitre élevé en regardant rapidement

Le taux de réussite est : =
90 90

le diagramme !

* Pour connaitre le comportement des effectifs en général, on doit résoudre la récurrence
linéaire : A(n + 1) = TA(n) + E.

On écritpourcela E = A —TA,d’ou A(n+ 1) — A = T(A(n) — A), c’est-a-dire que la suite
A(n) = A(n) — A est une suite géométrique :

An+1) =T A(n).

Onadonc: A(n) = T™ A(0).

1/4 O 1/1 0 1
n 4 . — = = = -
On calcule T™ par récurrence. Ona : T = (1/2 1/4) =3 (2 1) 4M.

Oncalcule:M2=(1 0), M3=(1 (1))""_)Mn=(21n

41 6 (1)) par une récurrence facile.
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Par conséquent,

1 1,1 o
n___ pn_ ___
= 4n M 4n (Zn 1)
est une suite de matrices dont les coefficents tendent trés vite vers 0.
Conclusion : La suite A(n) = A(n) — A = T™A(0) tend trés vite vers 0, ¢’est-a-dire que les
effectifs A(n) convergent vers les effectifs stables A = (120,90), et ce quels que soient les
effectifs initiaux A(0).

Le calcul matriciel se prete donc tres bien a I’étude de I’évolution d’un systéme dont les
transitions sont déterminées par des probabilités.

28 | Cours de M.RUMIN réécrit par J KULCSAR



